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Поняття і типи моделей
 Модель — це опис суттєвих для поставленої задачі

властивостей і закономірностей поведінки об’єктів, що

забезпечують її розв’язання.

 За способом подання моделі можна розділити

на матеріальні (або натурні) й інформаційні (або

абстрактні).

 Матеріальна модель — це модель об’єкта, подана у 

вигляді його предметної копії.
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 Інформаційна модель — це модель об’єкта
(явища, процесу), подана у вигляді його опису.

Інформаційні моделі, у свою чергу, розподіляють за 
формою подання на:

• словесні — усні та письмові описи;

• графічні — малюнки, креслення, піктограми, карти тощо;

• структурні — таблиці, графіки, діаграми, схеми тощо;

• математичні — формули, рівняння, нерівності, функції
тощо;

• спеціальні — хімічні формули, нотні записи, записи 
шахових партій та інші.
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Причини моделювання
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Математична модель — це система математичних

співвідношень, які описують властивості

досліджуваного об'єкта, процеса або явища. 

Мета створення математичної моделі — вивчення

властивостей об’єктів, фізичних процесів, 

природних явищ, які можна отримати шляхом 

обчислень.
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Історія математики знає чимало прикладів, коли в межах удало 

побудованої математичної моделі за допомогою обчислень, як кажуть «на 

кінчику пера», вдалося передбачити існування нових фізичних об’єктів.

Рубен Левер’є (1811-

1877)
Джон Адамс (1819-1892) Ісак Ньютон (1643-1727) Галілео Галілей (1564-

1642)

Персиваль Ловель (1855-1916)
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Як Ератосфен визначив розмір земної кулі
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Приклади найпростіших математичних моделей

Заряд конденсатора і напруга в ньому: q=CU; 

Напруга на кінцях провідника і сила струму: U=RI; 

Потік магнітної індукції, який пронизує контур, і сила стуму в контурі: Ф=LI.

Коефіцієнти пропорційності в цих формулах: С – ємність, R – опір, L – індуктивність – сталі

величини, які характеризують властивості певної речовини.

Прямо пропорційна залежність моделює також залежність між масою та об’ємом за сталої густини:

m=ρ×V;

Залежність між шляхом і часом під час рівномірного руху:

s=v×t;

Залежність між довжиною кола та його діаметром:

C=π×d.
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Моделювання інфекційних захворювань

S- кількість схильних до захворювань

I- кількість інфікованих

R- перехворіли, та мають імунітет
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Рівняння хижак-жертва
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Основні характеристики математичних моделей

1. Ступінь універсальності

2. Точність

3. Економічність

4. Адекватність

Основні етапи побудови математичних моделей

1. Етап змістовного опису

2. Етап формалізації опису

3. Реалізація моделі, чисельна або аналітична

4. Етап остаточної побудови моделі

(ідентифікації параметрів і перевірки адекватності моделі)

5. Етап вдосконалення моделі за результатами узагальнення

емпірично накопичених даних



13

Метод скінчених елементів є чисельним методом рішення

диференціальних рівнянь, що зустрічаються у фізиці й техніці. Виникнення

цього методу пов'язане з рішенням задач космічних досліджень (1950 р.). В 

1963 р. було, показано, що метод скінчених елементів можна розглядати як 

один з варіантів добре відомого методу Релея-Ритца

Основа фізичної концепції МКЕ - це розбиття розрахункової області на 

непересічні компоненти (підобласті) простої геометрії, які називають

скінченими елементами. Математична модель, таким чином, апроксимується

дискретною моделлю, отриманою шляхом збирання або ансамблювання всіх

елементів.

Типи скінчених елементів
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Побудова дискретної моделі

1. У області фіксується кінцеве число точок. Ці точки називаються вузловими
точками або вузлами.

2. Значення безперервної величини в кожній вузловій точці вважається змінної, яка 
повинна бути визначена.

3. Область визначення безперервної величини розбивається на кінцеве число підобластей, 
званих елементами. Ці елементи мають загальні вузлові точки і в сукупності
апроксимують форму області.

4. Безперервна величина апроксимується на кожному елементі многочленом, який
визначається за допомогою вузлових значень цієї величини. Для кожного елемента
визначається свій поліном, але многочлени підбираються таким чином, щоб збереглася
безперервність величини уздовж кордонів елементів. Поліном, пов'язаний з кожним
елементом, називають функцією елемента.

5. Об'єднання кінцевих елементів в ансамбль. У цьому ансамблі вузлові значення
невідомої функції повинні бути відрегульовані таким чином, щоб забезпечити найкраще
наближення до істинного безперервному розподілу. Цей етап призводить до 
алгебраїчної системі лінійних рівнянь щодо вузлових значень. Ця система і є моделлю
шуканої безперервної функції.

6. Рішення отриманої системи,  знаходження вузлових значень.
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Програмний пакет COMSOL Multiphysics

COMSOL Multiphysics - це програмне забезпечення для аналізу методом скінченних елементів, 

розв'язування та моделювання різноманітних природничих, фізичних та інженерних систем, 

особливо для спарених явищ чи мультифізики.
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Приклад розрахунку задачі ламінарного потоку рідини в каналі з виступом

Для стаціонарної ламінарної нестисливої двовимірної течії рівняння Нав'є − 

Стокса в безрозмірній формі мають вигляд: 

х

у
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Етапи розрахунку:

1. Побудова геометрії 

розрахункової області
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2.Вибір математичної моделі та налаштування граничних та початкових умов
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3. Обрання матеріалів з вбудованої бібліотеки
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4. Розбивка розрахункової області на скінчені елементи
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5. Розрахунок методом скінчених  елементів і інтерпретація результатів
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Теплообмін радіаторів електронних елементів
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Математична модель
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Коефіцієнти і змінні в моделі:

•p – тиск;

•ρ – щільність;

•u,v,w – компоненти швидкості в декартовій системі координат;

•t – час;

•x,y,z – координатні осі;

•μ – динамічна в'язкість;

•Cp – теплоємність;

•k – коефіцієнт теплопровідності.
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Триангуляція розрахункової області

Тріангуляція з параметром fine, 316704 елементи

Тріангуляція з параметром finer, 454641 елемент
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Ламінарна модель

Розподіл температури і швидкості (V=2 m/c, P=15 вт)



26

Розподіл температури

Виз зверху

Вид знизу
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Линії току
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Кут атаки 45 градусів
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Розподіл температури

Вид зверху

Вид знизу
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Турблентна модель

10 м/с, 15 Ватт

5 м/с, 15 Ватт
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15 м/с, 40 Ватт

Лінії току
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Розподіл температури

3-D МОДЕЛЮВАННЯ ЕФЕКТИВНОСТІ СИСТЕМ ОПАЛЕННЯ 

ТА ЕНЕРГОЗБЕРІГАЮЧИХ ТЕХНОЛОГІЙ 

Розподіл температури
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3-D МОДЕЛЮВАННЯ ЕФЕКТИВНОСТІ СИСТЕМ ОПАЛЕННЯ 

ТА ЕНЕРГОЗБЕРІГАЮЧИХ ТЕХНОЛОГІЙ 

Лінії току конвективного перемішування
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Розподіл швидкостей конвективних потоків 
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Розподіл температури
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Розподіл температури
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Перепад температури в ізоляції
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Збіжність ітераційного процесу
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Розподіл температури та термічної напруги 
на границі теплоізольованої і неізольованої стіни
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Конструкції котлів

Котел з циліндричними

теплообмінниками
Котел з призматичними

теплообмінниками
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Робоче вікно COMSOL



46

Призматичний теплообмінник
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Призматичний теплообмінник
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Теплообмінник з нерівномірним кроком 

вставок

Розподіл швидкостей Розподіл температури
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Імпорт и обробка результатів в MATLAB
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Інтегральні характеристики

𝑞 = 𝑠׭
𝑊𝑑𝑠 - витрата газоповітряної суміші

де

W – вертикальна складова швидкості, м/с;

S- площа перерізу, м^2

𝑄 = 𝜌𝑐𝑝 𝑆׭
𝑊𝑇𝑑𝑠 тепловий пот ік 

де

ρ – щільність, кг/м^3;

Cp – теплоемність, Дж/(кг*град);

𝑇 – температура, К.

ККД =
𝑄вх − 𝑄вих

𝑄вх
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Залежність ККД від кількості пластин і показника nz

(нерівномірний крок)

Zi =H*[1-(i/(kpl+1)nz]

где  Н – висота теплообмінника, м;

Zi – висота встановлення і-ї пластини;

і – номер пластини;

kpl – кількість пластин;

nz – степеневий показник.
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Циліндричні турбулізатори з гвинтоподібними вставками
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Розбивка розрахункової області з різним рівнем деталізації
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Розподіл швидкостей та лінії току
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Розподіл температури

Турбулизатор з трьома витками
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Розподіл температури

Турбулізатор з двома витками
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Розподіл температури
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Графіки збіжності ітераційного процесу

Тип конструкції 

турбулізатора
а б в г д

Витрати повітря 

(м3/с)
0,0019 0,00127 0,0011 0,00872 0,00154

Витратні характеристики турбулізаторів
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Турбулізатор с нерівномірним кроком витків

𝑥 = 𝑠1 ∗ cos 𝑠2
𝑦 = 𝑠1 ∗ sin 𝑠2

             𝑧 =
ℎ(exp

𝑠2

𝑐
−1)

(exp
𝜋𝑘

𝑐
−1)

 

с – параметр відповідає за щільність

витків;

к – кількість витків;
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Параметричне рівняння поверхні турбулізатора

𝑥 = 𝑠1 ∗ cos 𝑠2 − 0.001 ∗ sin 𝑠2
𝑦 = 𝑠1 ∗ sin 𝑠2 + 0.001 ∗ cos 𝑠2

𝑧 = ℎ ∗ 𝑠2/(𝜋𝑘)

𝑠1 ∈ 0, 𝑟 ,  𝑠2 ∈ [0, 𝜋𝑘]
де 

r- радіус  теплообмінника, м;

h – висота теплообмінника, м;

к- кількість витків

s1,  s2 параметри.
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Турбулізатор с нерівномірним кроком витків

Розподіл температури Розподіл швидкостей та лінії току
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Карта Запоріжжя
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Забруднення акваторії  Дніпра промисловими

стоками

Поле концентрацій забруднень
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Супутниковий знімок акваторії Каховського водосховища та 

Запорізької АЕС
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Продувка ставка охолоджувача ЗАЭС
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Продувка ставка охолоджувача
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Триангуляція розрахункової області
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Розповсюдження забруднень
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ЧИСЕЛЬНЕ МОДЕЛЮВАННЯ КОНВЕКТИВНОГО ТЕПЛООБМІНУ 

В СКЛОПАКЕТАХ
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а – нижній фрагмент;    б – середній фрагмент; в – верхній фрагмент.

Розподіл швидкостей конвективних потоків в трикамерному склопакеті
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Розподіл температури на поверхні скляних листів по висоті трикамерного склопакету
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Ультразвуковий лічильник витрат води
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𝑇𝑢𝑝 =
𝐿

𝑐0+𝑢0
,     𝑇𝑑𝑜𝑤𝑛 =

𝐿

𝑐0−𝑢0
,    ∆𝑇 =

2𝐿𝑢0

𝑐0
2−𝑢0

2 ,

𝑢0 =
𝐿

∆𝑇
−1 + 1 +

𝑐0
2∆𝑇

𝐿2

де  L- відстань між зеркалами, м;

𝑇𝑢𝑝 - час прходження сигналу вверх по потоку, с;

𝑇𝑑𝑜𝑤𝑛 - час проходження сигналу вниз по потоку, 
с;

C0  - швидкість звуку, м/с;

U0 – середня швидкість води, м/с.

Розрахунок швидкості потоку
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Сигнал на передавачу

А=0.1,  ω0 = 2πf0, f0 = 1 MHz,  T0 = 1/f0.

Сигнал на приймачу



83



84

Дякую за увагу!
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